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Wstep

Juz czasach starozytnych mozna odnalez¢ poczatki rozwijania sie pojecia funkcji. Po raz
pierwszy tego pojecia uzyt w 1692 r. niemiecki matematyk Gottfried Wilhelm Leibniz.
Formalna definicja pojawita sie w 1718 r. i stworzyt jg szwajcarski matematyk Johann
Bernoulli. Nowoczesne pojecie funkcji w 1837 r. zdefiniowat Peter Gustav Lejeune Dirichlet.

Funkcja to jedno z najwazniejszych poje¢ w matematyce.
Nie zdajemy sobie sprawy z tego, ze wprowadzenie pojecia funkcji i jej wtasnosci jest
dtugotrwatym procesem. Formalna definicja i podstawowe wtasnosci funkcji pojawiajg sie

obecnie w klasie VIII. Nauczyciele juz na etapie wczesnoszkolnym powinni rozpoczg¢ proces
wprowadzenia tej waznej definicji.

Etapy wprowadzania pojecia funkciji i wigczania
technologii informacyjno-komunikacyjnej

Etap 1

Budowanie zbioréw.

Na etapie wczesnoszkolnym uczniowie uczg sie budowania zbioréow. Otaczanie petlg réznych
obiektéw to dla ucznia rozdzielanie ich i tagczenie w pewng catos¢ ze wzgledu na ustalong
ceche.

Etap 2

Przyporzgdkowania podstawowe.

Cwiczenie
W16z odpowiednie elementy do zbioru i przyporzadkuj figurom wtasciwy kolor.




Rozwigzanie

Przyktady, na ktérych uczniowie dokonujg przyporzgdkowania, muszg by¢ naturalne, wziete
z zycia (figura—kolor, warzywa—cena).
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a) W przyporzadkowaniu dwie figury majg przypisany ten sam kolor, brak figury
o kolorze z6ttym.

b) W przyporzagdkowaniu wszystkie figury majg przypisany jeden kolor i ze wzgledu
na brak figur nie wszystkie kolory wystepuja.

c) W zbiorze koloréw brak koloru zielonego, figura nie ma przyporzadkowania.
d) Mozemy rozwazac przyporzgdkowania odwrotne.

e) Kolor z6tty ma przyporzgdkowane dwie figury.

f) Kolor z6tty ma przyporzadkowane dwie figury.

Celem rozwazania powyzszych przypadkow jest to, aby uczniowie, kiedy zostanie im
wprowadzone pojecie funkcji, potrafili dokonac zréznicowania:

e funkcji i przyporzadkowania, ktdre nie jest funkcjg;
o funkcji statej;

e funkcji r6znowartosciowe;j;

e funkcji ,na”;

e funkcji odwrotne;j.

Etap 4

Przyporzgdkowanie ztozone.

Krok 1. Konstrukcja pierwszego przyporzadkowania.
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Krok 2. Konstrukcja drugiego przyporzadkowania.

Krok 3. Ztozenia pierwszego i drugiego przyporzadkowania

Krok 4. Konstrukcja ztozonego przyporzadkowania.




Etap 5

Wprowadzenie definicji funkcji.
Etap 6

Wiasnosci funkgji, interpretacja funkcji, budowanie réznych funkgji.
Uczenie sie przez odkrywanie

Wincenty Okon definiuje metode ksztatcenia jako ,wyprébowany i systematycznie stosowany
uktad czynnosci nauczycieli i uczniéw, realizowanych swiadomie w celu spowodowania
zatozonych zmian w osobowosci uczniéw” (1999).

Typologia metod ksztatcenia (W. Okon, 1999):

e metody asymilacji wiedzy — oparte na aktywnosci poznawczej;

¢ metody samodzielnego dochodzenia do wiedzy — oparte na twoérczej aktywnosci
poznawczej;

¢ metody waloryzacyjne — o dominacji aktywnosci emocjonalnej;

¢ metody praktyczne — aktywnosci praktyczne;j.

J.S. Bruner twierdzi, ze proces poznawania $wiata polega na dostrzeganiu réznic miedzy
obiektami oraz fgczeniu obiektdw w pewne klasy. Zacheca on do uczenia sie przez
eksperymentowanie, stawianie hipotez, ale przestrzega przed wczesnym formalizmem,
wprowadzaniem pojec¢ naukowych. J.S. Bruner twierdzi takze, ze prawdziwe uczenie sie
zachodzi w procesie samodzielnego dokonywania odkry¢ (por. Filipiak, 2011).

Uczenie sie przez odkrywanie odgrywa najwazniejszg role w nauczaniu matematyki. Nalezy
stwarzac takie warunki, aby uczniowie mieli satysfakcje z uczenia sie tego przedmiotu.
Technologie informacyjno-komunikacyjne dajg nieskoriczone mozliwosci wdrazania tej
metody.

Na przyktadach pokazemy, jak mozna wtaczy¢ narzedzia technologiczne w proces nauczania.
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Funkcja liniowa

Efekty ksztatcenia
Uczen:

e tworzy wykres funkcji; wyznacza wartosci funkcji;
e operuje wtasnosciami funkcji.

Efekt ksztatcenia: Uczen interpretuje wspdtczynnik b przy réwnaniu funkcji liniowej y = ax +
b, gdzie a jest ustalone.

Cwiczenia wprowadzajace

Praca w grupach

Grupa l

Zadanie 1. Narysuj wykres funkcji f(z) = 2z + 1.

Zadanie 2. Narysuj wykresy funkgji f(z) = 2z + 1, g(x) = 22 + 3.
Grupa 2

Zadanie 1. Narysuj wykres funkcji f(z) = —x + 1.

Zadanie 2. Narysuj wykresy funkgji f(x) = —z +2, g(x) = —2 + 5.
Postawienie hipotezy

Uczen stawia hipoteze: Jesli wspotczynniki a przy x sg rowne, to zmieniajgc wspotczynnik b,
otrzymujemy proste rownolegte.

Jakie technologie mozemy uzy¢, aby nasza hipoteza stata sie bardziej wiarygodna?

Wybér narzedzia technologicznego, opracowanie technologiczne, przeprowadzenie
eksperymentéw
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Wyszukiwarka Google

Wyszukiwarka Wolfram Alpha




GeoGebra

Ktdére narzedzie jest najlepsze do rozwigzania naszego problemu?

Wyszukiwarki Google i Wolfram Alpha dajg mozliwos¢ narysowania kilku wykreséw.

W programie GeoGebra definiujemy suwak (zmienna b) i mamy mozliwo$¢é symulowania
prostych dla bardzo duzej ilosci prostych.

Potwierdzenie hipotezy i sformutowanie wtasnosci

Jesli wspodtczynniki a przy x sg réwne, to zmieniajgc wspdtczynnik b, otrzymujemy proste
rownolegte.

Uczen zdolny:
Potrafi przygotowac i zaprezentowa¢ dowdd tego twierdzenia.
Przyktady efektow ksztatcenia, ktore mozna w podobny sposéb realizowac. Uczen:
e interpretuje wspotczynnik a przy réwnaniu funkcji liniowej y = ax + b, gdzie b jest
ustalone;
e okresla monotonicznosé funkcji liniowe;j;

interpretuje wspotczynnik a przy rownaniu funkcji y = ax”2 + bx + ¢+ b, gdzie b, c jest
ustalone;

* interpretuje wspétczynnik c przy rownaniu funkcji y = az”2 + bxr + ¢ + b, gdzie a, b
jest ustalone;
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* interpretuje wspétczynnik b przy rownaniu funkcjiy = ax”2 + bx + ¢ + b, gdzie a, ¢
jest ustalone;

Rozwigzywanie ukiadow rownan

Jedng z metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych jest metoda graficzna. Metoda ta
polega na narysowaniu wykresow funkcji liniowych wyznaczonych z réwnan.

Wazne jest, aby uczniom uswiadomic réznice miedzy rownaniem y = 2x + 4 a funkcja
y=2r+4

Warto, wprowadzajac ten temat, przypomnied i przeanalizowa¢ definicje funkcji, rGwnania
i rozwigzania réwnania.

Graficzna metoda polega na doprowadzeniu réwnania ax + by = ¢ do postaciy =cz +d,
a nastepnie narysowania go w uktadzie wspoétrzednych w tej prostej. W miejscu przeciecia sie
prostych znajduje sie rozwigzanie uktadu réwnan.

Jakich narzedzi mozemy uzy¢?

Wyszukiwarka Google




Program GeoGebra




l& Zeszyt 3

Wolfram Alpha

W metodzie graficznej nalezy uwzglednic¢ wszystkie przypadki:
® rozwigzaniem jest punkt;
e rozwigzaniem jest zbidr pusty (proste rownolegte);
® rozwigzaniem jest zbidr punktow lezgcych na prostej (proste pokrywaja sie).

Jakie oczekujemy efekty ksztatcenia?

Uczen:

e stosuje technologie do rysowania wykreséw funkcji liniowych;
e rozwigzuje uktad réwnan metodga graficzng;

e interpretuje rozwigzania metodga graficzng;

e wymienia wady i zalety metody graficzne;j.




Rachunek prawdopodobienstwa jako przyktad
funkciji

Wyznaczenie liczby podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym jest obszarem
dziatu matematyki nazywanym kombinatoryka.

S3 trzy najwazniejsze zasady zliczania elementéw:

e regufa dodawania;
e zasada wigczen i wytgczen;
* regufa mnozenia.

W podstawie programowej w szkole ponadpodstawowej omawia sie z uczniami
w szczegolnosci:

* permutacje;
* wariacje;
e kombinacje.

W procesie nauczania rachunku prawdopodobieristwa technologie odgrywajg wazng role.
Najwazniejsze ich zastosowanie to wykonywanie obliczer na duzych liczbach.

Obliczenie np. permutacji w zbiorze stuelementowym bez technologii jest praktycznie
niemozliwe. A wystarczy uzy¢ Wolfram Alpha i dostajemy rzad wielkosci stuelementowej
permutacji.
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Z jednej strony chcemy, aby uczniowie postugiwali sie swobodnie rachunkiem
prawdopodobienstwa, a drugiej strony rozwigzywali praktyczne problemy na duzych
liczbach.

Ponizej przedstawimy pary zadan, ktore powinny wystgpi¢ w procesie nauczania
matematyki. Dzieki temu bedziemy mieli zagwarantowane, ze uczniowie postugujg sie
rachunkiem prawdopodobienstwa, a poza tym radzg sobie z rozwigzywaniem praktycznych
problemow, wykorzystujgc technologie informacyjno-komunikacyjne.

Przyktad 1. Zliczanie

Zadanie 1
W pitke nozng gra 17 uczniow, w siatkdwke 12 ucznidw. W pitke nozng i siatkdwke gra 10
uczniéw. llu ucznidw jest w tej klasie, jesli kazdy uczen gra w co najmniej jedng gre?

Rozwigzanie

PN =17, PS =12, PNiPS = 10, Klasa = PN + PS — PNiPS = 19.

Zadanie 2

W pitke nozng gra 1784 zawodnikdéw, w siatkdwke 868 zawodnikéw. W pitke nozng

i siatkdwke gra 237 zawodnikow. llu jest zawodnikdw, jesli kazdy zawodnik gra w co
najmniej jedng gre?

Rozwigzanie
W tym zadaniu mozemy uzy¢ wyszukiwarki Google.




W szkole ponadpodstawowej nie wprowadza sie wzoréw na kombinatoryke.
Wymagamy od uczniéw wypisania wszystkich elementéw. Takie podejscie moze mocno
ograniczy¢ wykonywanie zadan praktycznych. W tym przypadku warto uzywac narzedzi
technologicznych do obliczen.

Zadanie 1
Wypisz wszystkie permutacje zbioru {a, b, ¢}.

Rozwigzanie
Uczniowie wypisujg wszystkie mozliwosci. Jest ich 6.

Zadanie 2
Wypisz wszystkie permutacje zbioru {a, b, ¢, d}.

Rozwigzanie

Mozemy wykorzystac technologie. W wyszukiwarce Wolfram Alpha wpisujemy zapytanie:
,permutation of {a, b, ¢, d}".
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Jesli chcemy otrzymac tylko liczbe permutacji, wpisujemy: ,,number of permutations of 8
elements”.

Wiadomo, ze nie jestesmy w stanie wypisa¢ wszystkich mozliwosci. Trzeba to wyraznie
uczniom uswiadomicé.

Kombinacje

Zadanie 1
Z 4-osobowej grupy wybieramy delegacje dwuosobowe. lle jest wszystkich mozliwych

delegacji?

Rozwigzanie

Uczniowie mogg wypisa¢ wszystkie delegacje. Jest ich 6.

Zadanie 2.

Z 25-osobowej klasy wybieramy delegacje trzyosobowe. lle jest wszystkich mozliwych

delegacji?

Rozwigzanie

Mozemy wykorzystac technologie. W wyszukiwarce Wolfram Alpha wpisujemy zapytanie: ,, 25
choose 3”.




Prawdopodobienstwo

Zanim powstaty komputery, tworzono tzw. tablice liczb losowych. Najprostszy sposdb
tworzenia takich tablic jest nastepujacy: wyciggamy losowo z urny kule ponumerowane od 0
do 9.

Obecnie wykorzystuje sie do tego generatory liczb losowych, czyli programy komputerowe
generujgce losowo liczby.

Wyszukiwarka Wolfram Alpha jest wyposazona w generator liczb losowych. Wpisujgc
komende ,,random number (1,100)”, dostajemy losowo wybrang liczbe z zakresu od 1 do 100.

Na stronie Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcji w e-podreczniku znajduje sie
symulator do rzutu kostka.

Wazne jest, aby wprowadzajac rachunek prawdopodobienstwa, uczniowie dostrzegli,
ze technologie wspomagajg rozwigzywanie zadan.

Zadanie 1
Rzucamy co najmniej 100 razy kostkg do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania 1?

Zadanie 2
Rzucamy kostkg do gry. Mozemy wykorzysta¢ symulator.



http://www.epodreczniki.pl/reader/c/104436/v/30/t/student-canon/m/iFywWGPUwW
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Ocena efektdw ksztatcenia

Przedstawmy schemat oceny efektéw ksztatcenia z rachunku prawdopodobienstwa.

Przyktadowy pomiar z uzyciem technologii

Zadanie 1
Z 40-osobowej klasy wybieramy delegacje 5-osobowe. lle jest wszystkich mozliwych

delegacji?

Zadanie 2
W urnie znajduje sie 1235 kul czerwonych, 234 kule zielone i 345 biatych. Jakie jest
prawdopodobieristwo wylosowania kuli biatej?




Przyktadowy pomiar bez uzycia technologii

Zadanie 1
Z 5-osobowej klasy wybieramy delegacje 4-osobowe. lle jest wszystkich mozliwych delegacji?

Zadanie 2
W urnie znajduje sie 21 kul czerwonych, 23 zielone i 4 biate. Jakie jest prawdopodobienstwo

wylosowania kuli biatej?
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