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MATEMATYKA

SCENARIUSZ WYKtADU
MODUL 1

Autorzy: dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska
Temat: Nauka dowodzenia

Czas: 2 godz. dydaktyczne

Cele zajec:
Uczestnik po zajeciach powinien wykazaé sie:

Znajomoscia
e zatozen podstawy programowej dotyczgcych zadan na dowodzenie

Rozumieniem
e zasad nauczania dowodzenia

Umiejetnoscig
e nauczania dowodzenia w réznych kontekstach
e dobierania zadan stosownych do poziomu uczestnikéw

Metody pracy:
e elementy wyktadu
e rozwigzywanie przyktadowych zadan
e dyskusja nad rozwigzaniami

Formy pracy:
e indywidualna
e grupowa
Przebieg zaje¢:

1. Czynnosci organizacyjne.
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2. Omodwienie zapiséw podstawy programowej dotyczgcych dowodzenia. Przedstawienie celéw

ogolnych i tresci nauczania (slajdy 2, 3) — 3 min.

3. Omoéwienie celéw nauczania dowodzenia (slajdy 4, 5, 6), z podkresleniem, ze w 15. roku zycia

myslenie abstrakcyjne nie jest jeszcze na tyle uksztattowane, zeby wprowadza¢ formalny
rachunek zdan. Nauczanie logiki opiera sie na mysleniu zyczeniowym: uczmy logiki, to bedziemy
myslec logicznie. Jest to poglad btedny, a btagd polega na pomyleniu logiki jako nauki prowadzenia

rozumowania z logika szkolng, ktdra de facto jest rachunkiem zdan — 7 min.

Omowienie problematyki dowodzenia, ktérego uczymy od poczatku nauczania matematyki — na

przyktadzie zadania na poziomie drugiej klasy szkoty podstawowej (slajd 7) — 3 min.
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5. Zaprezentowanie przez nauczycieli innych ,ukrytych" zadan na dowodzenie, realizowanych na
wstepnych etapach nauczania. Praca w grupach — 10 min.

6. Przedstawienie przez nauczycieli rozwigzania zadania ze slajdu 8, z uwzglednieniem réznych
poziomodw Scistosci — 5 min.

7. Rozwigzywanie przez zainteresowanych nauczycieli zadania ze slajdu 9, rdéwniez
z uwzglednieniem réznych poziomow Scistosci — 2—7 min.

8. Podsumowanie ¢wiczen z punktéw 6, 7 i omdwienie slajdu 10. Zaprezentowanie metody
nauczania zapisu dowodu. Przyjmujgc, ze uczen uczy sie zapisywania dowodéw na rdznych
poziomach formalnosci, nalezy podkresli¢, ze konieczne jest udzielenie pomocy uczniowi
w przechodzeniu z jednego poziomu do drugiego. Trzeba przypomnieé, ze dowdd musi byé
czytelny, poprawny i spéjny (bez przeskokow), przy czym przymiotniki te z punktu widzenia
formalizmu odnoszg sie do wzrastajgcej trudnosci — 5 min.

9. Zalecenia do warunkéw realizacji podstawy programowej matematyki, ktére przewidujg — jako
pomoc w nauce dowodzenia — poznanie przez ucznia konkretnych dowodoéw (slajd 11). Nalezy
wyjasni¢, ze uczenie dowodzenia stuzy zorientowaniu sie przez ucznia, czego sie od niego
oczekuje = 3 min.

10. Omdwienie przyktadowych zadan na dowodzenie. Po rozwigzaniu zadania o podzielnosci przez
121, umieszczonego na slajdach 12, 13, nauczyciele mogg wspdlnie zastanowi¢ sie nad innymi
metodami jego rozwigzania — slajd 13 pokazuje wariant prostszy. Rozwigzanie z tabelka, jak na
slajdzie 14, jest za dtugie dla podzielnosci przez 121. Mozna zwréci¢ uwage uczestnikom, ze
przejscie do postaci kanonicznej nie jest konieczne na niskim poziomie. Na poziomie bardzo
dobrej szkoty ponadpodstawowej mozna powotaé sie na twierdzenie, ze jesli p jest liczba
pierwszg, to istnieje takie n, ze n? + 1 dzieli sie przez p wtedy i tylko wtedy, gdy p przy dzieleniu
przez 4 daje reszte 1. Tego twierdzenia uczniowie nie muszg znaé¢ — 5-10 min.

11. Zadanie o dodatniosci wyrazenia algebraicznego (slajd 15). Istniejg co najmniej trzy rdine
sposoby rozwigzania zadania. Mozna poprosi¢ nauczycieli o znalezienie sposobu naj-
odpowiedniego dla ucznidw — 5-10 min.

12. Zadanie o wielokgcie wpisanym (slajdy 16, 17). Podanie wskazowek dotyczacych dwdch
rozwigzan i wspolne zastanawianie sie, ktore z nich jest tatwiejsze dla uczniéw oraz czy mozliwe
bedzie rozwigzanie dopiero po udzieleniu wskazéwek. Moze istniejg inne rozwigzania? — 8-12
min.

13. Zadanie o wysokosciach trojkata (slajdy 18-21). Omdwienie rozwigzania zadania i rozwazanie
innych metod rozwigzania albo innych metod stosowania geometrii analitycznej — 6—-10 min.

14. W pozostatym czasie — dyskusja.
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MATEMATYKA

SCENARIUSZ WYKtADU
MODUL 2

Autorzy: dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszyriska

Temat: Geometria w nowe]j podstawie programowej
Czas: 2 godziny dydaktyczne

Cele zajec:
Uczestnik po zajeciach powinien wykazad sie:

Znajomoscia
e zmian w podstawie programowej

Rozumieniem
® sensu zapisu wzordw sinuséw i cosinuséw w podstawie programowej
e korelacji twierdzenia cosinuséw z fizyka

Umiejetnoscig
e tworzenia prostych zadan geometrycznych
e dobierania zadan stosownie do poziomu uczestnikdéw

Metody pracy:
e elementy wyktadu
e tworzenie i przygotowywanie zadan
e dyskusja nad rozwigzaniami

Formy pracy:
e indywidualna
e grupowa

Materiaty dydaktyczne:
e prezentacja multimedialna
e podstawa programowa matematyki dla szkét ponadpodstawowych

Przebieg zaje¢:
1. Czynnosci organizacyjne.

2. Omoéwienie zapisdw podstawy programowej matematyki dotyczgcych nowych elementéw
podstawy w dziale: planimetria (slajd 2) — 3 min.

3. Przypomnienie twierdzenia sinuséw (slajd 3). Mowimy o dwéch czesciach tego twierdzenia,
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z ktorych pierwsza podaje rownosci ilorazow sinusa kata do dtugosci naprzeciwlegtego mu boku
w tréjkacie. Dowdd zaprezentowany w pierwszej czesci slajdu 5 wynika bezposrednio ze wzoru
na pole tréjkata. Druga cze$é twierdzenia identyfikuje wspomniany iloraz, przyréwnujac go do
potowy odwrotnosci dtugosci promienia okregu opisanego na danym trdjkacie. Aby zapamietaé,
ze jest to potowa odwrotnosci, a nie na przyktad podwojona odwrotnosé, rozpatrujemy
szczegblny przypadek opisany w drugiej czesci slajdu 5. W trdjkacie prostokgtnym,
przeciwprostokatna jest srednicg okregu opisanego na tym tréjkacie, czyli ma dtugosé réowng
podwojonej dtugosci promienia. Ta wtasnos¢ przeciwprostokatnej moze by¢ interpretowana jako
szczegblny przypadek twierdzenia sinusow — 5 min.

4. Omoéwienie twierdzenia sinusdw i pokazanie, ze ma ono zwigzek z monotonicznoscig funkcji
sinus. Klasyczny dowdd twierdzenia nie wymaga funkcji trygonometrycznych (slajd 6) — 3 min.

5. Zaprezentowanie przyktadowego zadania zamknietego (slajd 7). Mozna poprosi¢ nauczycieli
o wymyslenie podobnych zadan testowych — 2 min; jesli nauczyciele zechcy zaproponowacd
zadania, czas mozna przedtuzy¢ do 7 min.

6. Przypomnienie tresci twierdzenia cosinuséw (slajd 8) — 2 min.

7. Slajd 8 przedstawia pierwszy aspekt twierdzenia cosinuséw: twierdzenie wyznacza kgt pomiedzy
dwoma bokami, jesli znane sg dtugosci trzech bokéw. W tym sensie twierdzenie cosinuséw jest
uogodlnieniem twierdzenia Pitagorasa. Ten aspekt twierdzenia cosinuséw daje ponadto mozliwosé
rozrézniania tréjkatow ostrokatnych, prostokatnych i rozwartokatnych (slajd 9) — 5 min.

8. Slajd 10 dotyczy drugiego aspektu twierdzenia cosinuséw. Przy ustalonych dtugosciach dwéch
bokdw dtugosé trzeciego boku jest zalezna od kata miedzy dwoma bokami: im ten kat jest
wiekszy, tym dtuziszy jest trzeci odcinek. Twierdzenie cosinuséw ukazuje te zaleznos¢ w sposéb
Scisty — 4 min.

9. Slajd 11 prezentuje, jak z twierdzenia cosinuséow (i wzoru na cosinus kata podwojonego)
wyprowadzi¢ twierdzenie sinuséw. Nalezy zapyta¢ nauczycieli, czy mogg zaproponowac inne
sposoby wyprowadzenia twierdzenia sinuséw. Jesli nauczyciele sg zainteresowani, mozna
pokaza¢ wyprowadzenie twierdzenia cosinusow (nieumieszczone na slajdzie) — 4 min.

10. Prezentowanie kolejnych zadan zamknietych (slajd 12). Mozna poprosi¢ nauczycieli
o przygotowanie zadan podobnych — 2—7 min.

11. Rozwigzywanie trojkatéw, dajgce mozliwos¢ uktadania prostych zadan otwartych (slajd 13).
Mozemy odtozy¢ to zadanie lub omdwié je z nauczycielami i wspdlnie rozwigzaé albo poprosic
nauczycieli o przygotowanie innych zadan — 4 min.

12. Zaprezentowanie trudniejszego wariantu powyzszego zadania, prowadzacego do trzeciego,
bardziej ztozonego aspektu twierdzenia cosinusdw: jesli znamy dtugosci dwdch bokdéw i miare
kata w tréjkacie, ktdry nie znajduje sie pomiedzy tymi bokami, to twierdzenie cosinuséw daje
rownanie kwadratowe na dtugos¢ trzeciego boku. Zgodnie z twierdzeniem slajd 14 pokazuje
zadanie majgce dwie odpowiedzi. Warto zwrdci¢ uwage, ze nie ma cechy przystawania KBB (jest
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tylko BKB) wtasnie dlatego, ze sg dwie odpowiedzi. Mozna je zresztg przedstawié graficznie —

5—8 min.

13. Ostatnia cze$¢ prezentacji ukazuje zwigzki twierdzenia cosinuséw z fizyka. Pokazujemy, ze wzér
cosinusdéw mozna stosowaé réwniez w geometrii analitycznej. Ten aspekt twierdzenia taczy sie
z obliczeniami typu: praca wykonana przez site, ktéra nie jest rownolegta do przesuniecia. Jesli
nawet dany materiat wychodzi poza podstawe programowg matematyki, nie znaczy to, ze
omawianie go nie ma sensu (slajdy 15, 16) — 10 min.

14. W pozostatym czasie — dyskusja.
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MATEMATYKA

SCENARIUSZ WYKtADU
MODUt 3

Autorzy: dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska
Temat: Rachunek prawdopodobieristwa w ,nowej” podstawie programowej
Czas: 2 godz. dydaktyczne

Cele zajec:

Uczestnik po zajeciach powinien wykazad sie:

Znajomoscia

e zatozen podstawy programowej, dotyczacych rachunku prawdopodobienstwa

Rozumieniem

e klasycznego modelu prawdopodobienstwa
e prawdopodobienstwa warunkowego
e schematu Bernoulliego

Umiejetnoscia

® rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobienstwa w zakresie obejmujgcym ,,nowg”
podstawe programowa

Metody pracy:

e elementy wyktadu
e rozwigzywanie przyktadowych zadan
e dyskusja nad rozwigzaniami
Formy pracy:
e indywidualna
e grupowa
Materiaty dydaktyczne:

e prezentacja multimedialna
e podstawa programowa matematyki
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Przebieg zajec:
1. Czynnosci organizacyjne.

2. Przypomnienie sformutowan podstawy programowej matematyki w zakresie rachunku
prawdopodobienstwa. Nalezy wyjasnic, ktére punkty zostaty dodane (slajdy 1, 2) — 3 min.

3. Nalezy wyjasni¢ punkt XII.5 podstawy programowej w zakresie podstawowym, dotyczacy
obliczania wartosci oczekiwanej w prostych grach losowych. Przyktadowe zadania zawierajg
slajdy 3i4 — 5 min.

4. Omowienie klasycznego modelu prawdopodobienistwa i przedstawienie zadania o grze w szachy
(slajd 5). Po krotkiej przerwie na zastanowienie sie — zaprezentowanie jednego badZ dwadch
rozwigzan zadania (slajdy 6, 7) — 5-8 min.

5. Podanie zadania o ustawianiu cyfr (slajd 8), z propozycja przygotowania przez nauczycieli
rozwigzan dla ucznia zdolnego i przecietnego. Nalezy zaznaczy¢, ze zadanie to jest odpowiednie
dla zakresu rozszerzonego (ze wzgledu na postugiwanie sie wzorem na liczbe permutacji). Po
kilkuminutowej pracy w grupach — dyskusja nad propozycjami nauczycieli — 15-20 min.

6. Omodwienie prawdopodobiefstwa warunkowego. Zaprezentowanie przyktadu o dzieciach
(slajd 9) i omdéwienie jego rozwigzania (slajd 10). Nalezy zada¢ nauczycielom pytanie, co sie
dzieje w przypadku, gdy chtopcem jest starsze dziecko, i poczeka¢ na poprawng odpowiedz (slajd
11). Warto podkresli¢, ze zadania o dzieciach pokazujg trudnos¢ rachunku prawdopodobienistwa
=7 min.

7. Przekazanie nauczycielom do samodzielnego badz grupowego rozwigzania zadania o paradoksie
,idZ na catos¢" (slajd 12 ). Omédwienie rozwigzania i dyskusja — 15 min.

8. Przypomnienie schematu Bernoulliego (slajd 13) — 3 min.

9. Wspdlne rozwiazywanie pierwszego zadania o schemacie Bernoulliego — o rzutach kostka (slajdy
14i15) - 5 min.

10. Podanie nauczycielom zadania o 6 rzutach monetg (slajd 16). Omawianie rdéznych rozwigzan
— 10 min.

11. Rozwigzywanie przez nauczycieli zadania 0 20 i 21 rzutach monetg (slajd 17) — 15 min.

12. W pozostatym czasie — dyskusja.
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MATEMATYKA

SCENARIUSZ WYKtADU
MODUt 4

Autorzy: dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszyriska
Temat: Rachunek rdézniczkowy w ,,nowej” podstawie programowe;j
Czas: 2 godz. dydaktyczne

Cele zajec:

Uczestnik po zajeciach powinien wykaza¢ sie:

Znajomoscig

e zatozen podstawy programowej dotyczacych rachunku rézniczkowego

Rozumieniem
e twierdzenia o monotonicznosci
e metod szukania wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji
Umiejetnoscig
e znajdowania wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji oraz zastosowania tej umiejetnosci
do zadan z trescia
Metody pracy:
e elementy wyktadu
e rozwigzywanie przyktadowych zadan
e dyskusja nad rozwigzaniami
Formy pracy:
e indywidualna
e grupowa
Materiaty dydaktyczne:

e prezentacja multimedialna
e  podstawa programowa matematyki
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Przebieg zajec:
1. Czynnosci organizacyjne.

2. Przypomnienie sformutowan podstawy programowej matematyki w zakresie rachunku
rozniczkowego. Nalezy powiedzieé, ktore punkty zostaty dodane (slajd 2) oraz wyjasni¢ warunki
ich realizacji (slajd 3) — 5 min.

3. Omodwienie twierdzenia o monotonicznosci funkcji. Zgodnie z zapisami podstawy programowe;j
jest to jedno z wazniejszych narzedzi do znajdowania wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji
(slajdy 4, 5) — 5 min. Warto podkreslié¢, ze powszechnie stosowane metody, takie jak policzenie
pochodnej i przyrownanie do zera nie zawsze dajg dobre rezultaty, a wprowadzajg sporo
zamieszania.

4. Przedyskutowanie przyktadu funkcji f(x) = x3 — 3x (slajdy 6, 7) i oméwienie typowych btedéw
popetnianych przez uczniow przy wykonywaniu tego przyktadu (slajd 8) — 10 min.

5. Omdwienie zadania o obracaniu tréjkgta prostokatnego wokét przeciwprostokatnej. Jest to
bardzo pouczajgce zadanie, w ktérym znalezienie dziedziny okreslonosci funkcji zajmuje sporo
czasu. Przyktad ten nalezy rozwigzywaé powoli, kluczowy jest ostatni krok, warto wiec, aby
nauczyciele doktadnie przeanalizowali to zagadnienie — 15 min.

6. Podanie nauczycielom kolejnych trzech zadan (slajdy 16, 17, 18) do samodzielnej albo grupowe;j
pracy. Kazde zadanie nalezy oméwic i przedyskutowac. Przeznacza sie okoto 15 minut na zadanie,
co stanowi czas taczny — 45 min. W zaleznosci od grupy zadania mozna podawa¢ po kolei, albo
wszystkie na raz, jednak pierwszy sposdb wydaje sie lepszy.

7. W pozostatym czasie — dyskusja.
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